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Définitions

e Pour B une sous-structure de A, un homomorphisme de A
a B est une rétraction si sa restriction a B est I'identité.
(noté A —pg B, mais on utilisera aussi A el B).
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Définitions

e Pour B une sous-structure de A, un homomorphisme de A
a B est une réfraction si sa restriction a B est I'identité.
(noté A —pg B, mais on utilisera aussi A el B).

e Une structure A au dessus d’'un ensemble X est un noyau
au dessus de X si tout homomorphisme A —x A est un
automorphisme (un isomorphisme de A vers A).

e Un homomorphisme est une forme de compression. Dans
ce contexte le noyau (core) est d’une certaine fagon
“‘incompressible”.
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Equivalence

e Deux noyaux au dessus de X sont homomorphiquement
équivalents au dessus de X (N1 =x Ny) si et seulement
s’ils sont isomorphes au dessus de X (N1 =x No).
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e Deux noyaux au dessus de X sont homomorphiquement
équivalents au dessus de X (N1 =x Ny) si et seulement
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e (<=) des définitions.
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Lemme 2.10

Soit A une structure finie telle que X C A.
e A estun noyau au dessus de X, si et seulement s’il n’a pas
de rétract propre au dessus de X (tout rétract B de A est
soit tel que B = A, soit tel que X Z B).
o (=>)A B CA.
e (<=) h: A —x A, h(A) de taille minimale. h(h(A)) est de
méme taille. On observe h(A)dans A —x A —x A —x ---
pour voir que h(A) est un rétract.
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Lemme 2.10 (suite)

e De plus, A a un rétract qui est un noyau au dessus de X.

o Prendre A Y B avec X C B et B de taille minimale. B n'a
pas de rétract propre, donc c’est un noyau.

. o ret t
o Finalement, siA ™ By et A2 B, avec By et B, deux

noyaux au dessus de X, on a alors que By =x Bo.
e BiCA®B,C A B,.
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Noyaux canoniques

e Fixons une classe Cx de noyaux finis au dessus de X
contenant exactement un représentant par classe de
=y-équivalence. Les éléments de Cx seront appelés les
noyaux canoniques.
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Noyaux canoniques

e Fixons une classe Cx de noyaux finis au dessus de X
contenant exactement un représentant par classe de
=y-équivalence. Les éléments de Cx seront appelés les
noyaux canoniques.

e Lunique rétract de A qui est dans Cx est appelé le noyau
canonique de A au dessus de X et est déenoté par
Corex(A).
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Lemme 2.11

e Pour toute structure finie A et X C A, il existe un unique
C cCtelque A=y C.
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Lemme 2.11

e Pour toute structure finie A et X C A, il existe un unique
C cCtelque A=y C.

e Corex(A) fera I'affaire.
e De plus, tdx(C) < tdx(A) et tout homomorphisme

retr

h: C —x A estinjectif et satisfait A = h(C).
e C = Corex(A) C A donc tdx(C) < tdx(A).
e C lx A —x C, est une bijection donc h est injectif et h(C)

est isomorphe a C au dessus de X et est donc un rétract de
A.
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Treillis des homomorphismes

e La relation —x est un ordre partiel sur Cx.
o réflexif : C —x C.
e antisymétrique : Si C; —x Co et Co —x C4 alors C1 =x Co.
o transitif : SiCy —x Cs et Co —x Cs alors C; —x Cs.
¢ De plus, 'ensemble partiellement ordonné (Cx, —x) est un
treilli. Pour tous C4, Co, il existe :
e une plus petite borne supérieure,
¢ une plus grande borne inférieure.
e Ce treilli est appelé treilli des homomorphismes
(homomorphism lattice) en combinatoire.
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Treillis (démonstration)

e Dulemme 2.4 (3,4) onaque:
e Corex(Cy @x C») est la plus petite borne supérieure,
e Ci —x Ci ®x Cy; —x Corex(Ci ©x Cz), méme chose pour
C..
e SiC; —xCetCy, —xC,Ci®xCy —x Cetdonc
Corex(Ci @x C2) —x C1 ®x C2 —x C.
e Corex(Cy ®@x Cy) est la plus grande borne inférieure.
e Corex(Ci ®x C2) —x Cy ®x C2 —x Cy, méme chose pour
C..
e SiC—xCietC—xC,, C—xCi®xC,etdonc
C —x C1 ®x Cy; —x Corex(Cq ®x Cy).
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e Une formule est dite primitive-positive si elle est construite
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Classes syntaxiques de formules

e Une formule est dite primitive-positive si elle est construite
a partir des formules atomiques en n’utilisant que des A et
des 4.

e Une formule est dite existentielle-positive si elle est
construite a partir des formules atomiques en n’utilisant
que des Vv, A et des 3.
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Lemme 2.13
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Lemme 2.13

e Pour toute formule primitive-positive 6, il existe une
structure finie Ay de taille gcount(6) et de profondeur
d’arborescence grank(0), telle que Ay — B ssi B = 6 pour
toute structure B.
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Exemple
Ax(3yR(x,y) A3zR(z, x))
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Ax(3yR(x,y) A3zR(z, x))
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Lemme 2.14
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Lemme 2.14

e Pour toute structure finie A, il existe une formule primitive
positive 4 avec |A| quantificateurs et rang de
quantification égal a td(A), tel que A — B ssi B |= 0 pour
toute structure B.
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Exemple
{x,y,z} : R(x,y),R(z, x)
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Exemple
{x,y,z} : R(x,y),R(z, x)

ShY
@f\@ ®
R(x, y) R(z, x) ) (32)
@ R(z, x)



Opérateurs

e Les opérateurs 6 — Ay et A — 0p des lemmes 2.13 et 2.14
renversent les quasi-ordres - (implication logique) et —
(homomorphisme).
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Opérateurs

e Les opérateurs 6 — Ay et A — 0p des lemmes 2.13 et 2.14
renversent les quasi-ordres - (implication logique) et —
(homomorphisme).

e 01 F 62 ssi Ay, — Ay, (inversé dans l'article).
e (=>) Par2.13 Ag, — Ay, si Ay, = 0>.
e (<=) SiB =64, par 2.13 Ay, — B et donc Ay, — Ay, — B.
Encore par 2.13, B |= 0.
o Ay — A; ssifa, - 0a, (inversé dans l'article).
e (=>)SiB |=6a,,par2.14 Ay — Betdonc A, — A; — B.
Encore par 2.14, B |= 0a,.
o (<=) Par 2.14 A2 — A1, Si A1 ): 0A2-
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Cores et ppf

e Les correspondances C — 0¢ et § — Core(Ay) forment
une bijection renversant I'ordre entre (C, —) et 'ensemble
(ppf,+), ou ppf est 'ensemble des formules
primitives-positives a équivalence logique pres.
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Cores et ppf

e Les correspondances C — 0¢ et § — Core(Ay) forment
une bijection renversant I'ordre entre (C, —) et 'ensemble
(ppf,+), ou ppf est 'ensemble des formules
primitives-positives a équivalence logique pres.

¢ Comme un noyau d’une structure A est
homomorphiquement équivalent a A, 'opérateur Core(—)
conserve l'ordre, donc nos deux correspondances
renversent I'ordre.
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Cores et ppf (suite)

e C— 0c — Core(A,,) est l'identité (a =-pres).
o CEoc 2 Core(A,,) = Ag — C.

2.14)
o Ay E ec( 'c - — Ag, = Core(A,. ).
o C=Core(A, ) car un seul élement de C est
homomorphiquement équivalent a A.

o 0 — Core(A,) — fcore(a,) st I'identité (a équivalence
logique pres).

« Bl=0 "2 core(A,) = Ay — B %Y B I bcoren,)
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Hom-minimalité

e Une structure M est un modéle hom-minimal d’'un énoncé
existentiel-positif ¢ si :
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Hom-minimalité

e Une structure M est un modéle hom-minimal d’'un énoncé
existentiel-positif ¢ si :

o ME ¢ et
e M — A, pour toute structure A, telleque AE v et A — M.
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Hom-minimalité (suite)

e Du lemme 2.12 on sait qu’un énoncé existentiel-positif v
est la disjonction de ppf 61, ..., 0, (prenons cet ensemble
minimal=on ne peut pas y enlever un terme=~0; 7 0;).
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Hom-minimalité (suite)

e Du lemme 2.12 on sait qu’un énoncé existentiel-positif v

est la disjonction de ppf 61, ..., 0, (prenons cet ensemble
minimal=on ne peut pas y enlever un terme=~0; 7 0;).

e Dulemme 2.13 0n a Ay,, ..., Ay,, qui sont hom-minimaux
pour .

e Ay = 0;, donc 1.

e SiAE v, A= 0 pourunj(de2.13 Ay, — A, donc on
voudrait avoir j = j).

e Sideplus A — Ay, Ay, |= 6, (préservation par
homomorphismes). De 2.13 Ay, — Ay, et donc ¢, I- 0; et par
minimalité, / = j.
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Hom-minimalité (suite)

e Réciproguement un modéle hom-minimal de v est
homomorphiquement équivalent a 'un des Ay, , ..., Ay,.
Son noyau est donc isomorphe a celui d’'une de ces
structures.
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e Réciproguement un modéle hom-minimal de v est
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Hom-minimalité (suite)

e Réciproguement un modéle hom-minimal de v est
homomorphiquement équivalent a 'un des Ay, , ..., Ay,.
Son noyau est donc isomorphe a celui d’'une de ces
structures.

e Comme M =+ on aque M = 6; pour un J.
e De 2.13, Ay, — M, mais par hom-minimalité de M, M — A,,.
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Proposition 2.16

e Supposons que M soit un modéele hom-minimal fini d’un
enoncé existentiel positif 1». On a alors que
gcount(vy) > |Core(M)| et grank(v)) > td(Core(M)).
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Remarques
e Deux modéles hom-minimaux M et N d’'un énoncé
existentiel-positif sont soit homomorphiquement
équivalents (M = N), soit homomorphiquement
incomparables (M 4 N et N 4 M).
Lensemble {Core(M) : M est un modéle hom-minimal fini
de ¢} est une antichaine dans (C, —). Cette anti-chaine
(finie) caractérise completement « a équivalence logique
pres (il y a une bijection entre les anti-chaines finies de
logique pres).

(C,—) et les énonceés existentiels-positifs a équivalence
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incomparables (M A~ N etN 4 M).

¢ Lensemble {Core(M) : M est un modéle hom-minimal fini
de ¢} est une antichaine dans (C, —). Cette anti-chaine
(finie) caractérise complétement ) a équivalence logique
pres (il y a une bijection entre les anti-chaines finies de
(C,—) et les énonceés existentiels-positifs a équivalence
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