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Filtres a réponse impulsionnelle
infinie (RII)

UQAM MIC4220, Traitement numérique des signaux

Objectifs d’apprentissage

Apres ce cours vous serez en mesure:
» D’identifier les propriétés des filtre RII

 Utiliser des méthodes de conception de filtre RII
— Calculer I’équation du prototype d’un filtre passe-bas
— Transformer un prototype du filtre passe-bas en un autre type

— Convertir I’équation d’un filtre analogique en numérique
* Choisir une architecture de mise en ceuvre

* Coder un filtre en Matlab, ¢ ou assembleur
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Introduction

* Les filtres RII sont caractérisés par une fonction de transfert
exprimée par une fraction rationnelle en z! :

N-I
-k
2 bz
— k=0

H(Z)—

* L’introduction de pdles dans H(z) réduit considérablement le
nombre de coefficients par rapport a un filtre équivalent RIF.
* Propriétés :
— Trés efficaces en temps de calcul, mais. ..

+ Offrent une réponse en phase non linéaire en général

* Leur stabilité doit étre vérifiée lors de la conception
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Equation d’un filtre RII
N-1 M -1
ylnl= Y blkleln -k ]+ > alk [y[n - &]
k=0 k=1

x[n] :valeurs successives du signal d’entrée

a, by, : coefficients de la fonction de transfert du filtres,

y[n] :valeurs successives du signal de sortie,

N, M : ordres du numérateur et du dénominateur de H(Z)
(M est souvent appelé 1’ordre du filtre).
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Poles et Zéros

* H(z) peut étre factorisé pour donner:
Y(z)  XR-obkz™"
X(2) 1+XN_,apz*
by + bzt + -+ byz N
1+ ap+az7t 4+ +ayz™
. (z—2z1)(z—2)...(z—zy)
(z =p1)(z = p2) ... (2 = Pm)
@ Ou: z,, z,, ..., z, sont les zéros, p,, p,,..., p, sont les poles.

H(z) =

Un filtre RII est spécifié par les valeurs des poles et des zéros
de H(z) (au coefficient de gain a pres)
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Diagramme de flux
* Exemple pour N=M=2

1= el ks 3 kbl

« A D’instar des filtres RIF, deux filtres RII se distinguent
uniquement par les valeurs de leurs coefficients!
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Origine du nom RII

« Ona: ylnl= Ybaln—kl+ Y asln—k]

 Si on remplace le signal d’entrée x[#n] par une
impulsion Jd[n]:

y[n]z hin]= Zbk5[n _k]+ Zaky[n _k]

=b,S[n)+b,S[n—1]+---+b,_Sn—(N-1)]

+ayln—1+ayln-2]+-+a,_yln—(M-1)]
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Origine du nom RII

* Puisque: §[n—k]=
* On en déduit:
h[0]= b,

h[1]=b, - y[0]

1 for n=k
0 for n#k

* Contrairement aux filtres RIF, la
réponse continue pour n > N, avec
une dépendance des valeurs
antérieures; A[n] dure infiniment !

M-1
b, + Zaky[n—k] sin<N-1
h[n]z M
Zaky[n —k] autrement
k=1
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Réponse en fréquence

E

-1

N—1
yIn]= > bln—k]+ Y ay[n - k]
k=0 » 1
Zbkz
=7 M1 M ]
1+ Zakz
=

» La réponse en fréquence s obtlent en remplacant z par

bl
I

donne : H(z)

1 N-1
e]a)Te : — jkaT.
2 be "
— — k=0
H(w)=H(z) _m =—0
_.jkLUTE
1+ Z a.e
k=1
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Réponse en fréquence

« Tout comme pour les filtres RIF : H (a)+ Zk—ﬂj = H(w)

—Jjk w+2—”)T e

9 Zb e be ™
car H [a)+TJ= - _ﬂ{mzl)T = k=0 —
e r.)o 1+ ) ae ¢

1+ Zake
k=1

» La période est 2n/T, sur le cercle de rayon unité, ou
simplement 27 si on normalise 7, a 1. Dans ce cas :

H(w+2kr)=H(w)




UQAM MIC4220, Traitement numérique des signaux

Uttt e b S Ml

Réponse en phase

N-1

- jkall,
2 bie
k=0

H(C()) = H(ZXFE/M@ = M-1 -
1+ ae
kZ:; ‘

donne :

arg(H(a)))z arg| — 55—
1+

N- ) M-1 .
= arg( bke_’k’”Tfj - arg(l + Zake'/kwnj
k=0

k=1

N-1
—jkaoT,
2 be
k=0
—1
a

—JjkaT,
+€

» En général, la réponse en phase n’est pas linéaire ®
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Stabilité des filtres RII

« Il faut s’assurer que le H(z) ne posseéde pas de poles a
I’extérieur du cercle défini par z=1.

* Les poles situés le long de z=1 donnent lieu a des
réponses oscillatoires.

H(z) est couramment exprimé en fonction des puissances
négatives de z afin d’assurer la causalité temporelle. 1l faut
alors convertir son expression en fonction de puissances
positives de z avant de déterminer la position des poles pour
["analyse de stabilité.
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Comparaison entre RII et RIF

Stable par défaut - La stabilité dépend de la position des
poles de H(z)

Demande N >> 1 pour une bonne |- Peut donner une performance

performance adéquate pour n=1 ou 2

Réponse en phase linéaire pour |+ Réponse en phase non linéaire en

un filtre causal général

La gamme dynamique des - La gamme dynamique des différents

différents états se calcule états se calcule difficilement et peut

facilement. affecter la performance

Effets de quantification et d’arrondi
plus prononcés que pour RIF.

Possibilité de cycles limites
Pas d’équivalent analogique «  Peut étre dérivé d’un filtre

analogique équivalent
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Génération de fonctions

» Les poles situés le long de |z|=1, donnant lieu a des
réponses oscillatoires; peuvent servir a générer des

fonctions sinusoidales en temps-réel (avec des
fréquences et des amplitudes programmables).

.Si .T
sinfogrlule) <= ——csnleole)

z2 - 2.z.cos((00.Te)+1

z.[z - cos(wo T, )]

z2 - 2.z.cos(m0.Te)+1

cos((oo 1 )u(t) <=>

— Pour des fonctions périodiques de forme arbitraire, on peut
utiliser des tableaux de valeurs
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Conception d’un filtre RII

» Toujours cinq €tapes requises :

1. Specification du filtre
Calcul des coefficients

Choix d’une architecture de mise en
Cuvre.

Simulation (conseillé)

Implémentation.
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Etape 1 : spécification du filtre

f(norm)

HO! d nde de co
1
* On utilise souvent un
filtre passe bas de
référence que I’on L
fe:fréquence de coupure fs/2
(a)
adapte Bande passante bande de  bande de coupure
L, | transition IHOI
* Le filtre de référence ® ;
doit étre réalisable ' T e T
3 bande passant
Ondulations de
A r bande d’arrét
f fu2
fso : seuil de bande de coup
fo: fréquence de coupure
ob: seuil de bande passant
(b)
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Etape 2 : Calcul des coefficients

* Deux types d’approches:
1. Conversion formelle d’un filtre analogique

2. Placement manuel des podles et zéros
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Conversion d’un filtre analogique

» La méthode formelle transforme les résultats de
méthodes de conception analogiques établies

— Consiste a trouver H(s) pour un filtre analogique équivalent,
et a le convertir en H(z) ensuite

* Les deux procédures les plus utilisées sont :

* La transformation bilinéaire :

H(z)=H(s)|..

* L’invariance de la réponse impulsionnelle :

W)= h(t) -,
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Fonction de transfert analogique

* Plusieurs approches possibles (vues dans MIC5100) :
— Filtres de Butterworth
— Filtres de Chebyshev (directe et inverse)
— Filtre de Cauer ou elliptiques
— Filtres de Bessel
— Filtre de phase
— Etc.
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Filtres de Butterworth

* Bande passante

maximalement plate (pas G o
d’ondulations) g / /Tiﬂéw
b oralar
» Réponse en phase plus 0 "
linéaire que les filtres 2.
Chebyshev ou elliptiques | Responss

* Pourun filtre d’ordre n,la =
raideur de coupure (penic de P ——————p,
[H(jw)| passé /) est 6bn dB/octave Hormalaed Fraquancy

— Peut servir a déterminer n!

10
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Filtre passe-bas Butterworth

|Hp (V)1 1
, . 1 < [Hn (V)=
* Réponse en amplitude 1 - 14220
ST . Five |
charactéristique :
Ay bevssniindini n=1
: - n=2 vy
* Dans tous les cas : 0 v=l v,
— AtténuationendB a la — Atténuation en dB au seuil
fréquence de coupure (v=1):  de la fréquence de coupure :
Ac. = —101logqo(1 + £2) Ag= —10logo(1 + 2y, 2™)
Poure =1:4,=-3dB
1 By Mich M. I 21
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Filtre passe-bas Butterworth

* H(s) normalis€ pour » impair:

K
Hy(s) = =
" (s+71) ]_[glzll)/z(s2 + 2rscos(0y) +12)
Ou:

K = T‘n = 1/g
r=g¢gt/n g:,/1oAp/1o—1

9 _nk

k7 n

22
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Filtre passe-bas Butterworth

* H(s) normalis€ pour » pair :
K

H,(s) =
Zfl(sz + 2rscos(0y) +12)
Ou:
K=r"= 1/8
A
r=g¢gt/n £=«/10 /10 — 1
B n(2(k—1)+1)
k= 2n
M B , Mich M. 7 I; 23
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Exemple

* N=2 et gain de bande passante 4,=1.5 dB
£=+10""/10—1 = 0,6423

91 _ [2n(1;1)+n:] _ 1_[/4

r=0,6423"12 =1,2478
K =1,2478% = 1,5570
K 1,557

H(s) = =
(s) Hi/jl(sz_,_z rscos(fp)+r2)  S2+1,278V2s +1,557

24
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Filtre passe-bas Butterworth

* Des fonctions de transfert normalisées existent sous la
forme H(s)=1/D(s), avec 4,=-3 dB, K=1 et ® =1
* Le dénominateur D(s) est, pour un filtre d’ordre 7 :

Dénominateurs normalisés et factorisés

(1+s)
(1+1.414s+s?)

(1+s)(1+s+s?)

(1+0.765s+s?)(1+1.848s+s?)

(1+s)(1+0.618s+s?)(1+1.618s+s?)
(1+0.518s+s?)(1+1.414s+s?)(1+1.932s+s?)
(1+8)(1+0.445s+s?)(1+1.247s+s%)(1+1.802s+s?)
(1+0.390s+s?)(1+1.111s+s?)(1+1.663s+s%)(1+1.962s+s?)
(1+8)(1+0.347s+s?)(1+s+s?)(1+1.532s+s?)(1+1.879s+s?)
(1+0.313s+s?)(1+0.908s+s?)(1+1.414s+s%)(1+1.782s+s?)(1+1.975s+s?)

O |0 ||| N | |W(IN|— |3

—
(=]
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Filtre passe-bas Chebyshev

* Réponse en amplitude caractéristique
|H,(v)| 7 (odd) n (even)

;
W= =2

cos[ncos—1 (v)] v
Crv)=
cosh[ncosh‘1 (v)] v>1

» Bande de transition plus étroite que pour Butterworth

* Ondulations dans la bande passante (type I) ou la
bande d’arrét (type 1), dépendant des pdles et zéros.

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 26
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Filtre passe-bas Chebyshev

* Pour n impair:
K
Bn(s) = n—1

[s + sinh(B)] Hkio_l(sz + bys + c)

sinh~1(1/¢) n-1

ﬁ == 77 —-1

n
o, = et K =sinh(g) | | e

2n

k=0

b, = 2 sin(ay,) sinh(B)
cx = [sin(ay) sinh(B)]? + [cos(ay) cosh(B)]?

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 27
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Filtre passe-bas Chebyshev

* Pour n pair:

Bn(s) = n_
[17_,(s% + bys + cx)

K

sinh™1(1/¢)
f=——"— il
2k + D K=sinh()1_[ k
ak=( Zn) g k=0v1+32

by, = 2 sin(ay) sinh(B)
cx = [sin(ay) sinh(B)]? + [cos(ay,) cosh(B)]?

14
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Exemple

* Ondulation = 0,5 dB, n=3

_ _ (@x0+)m _ n
(n-1)/2=1 @ = =T

= 10”710 — 1 = 0,3493, 1/, = 2,863

_ sinh™'(2,863)
B 3

2 2
co = [sin (%) sinh(0,5914)] + [cos (%) cosh(0,5914)] = 1,1425
K = sinh(B)cy =0,7157

=0,5914 by = 2sin (%) sinh(0,5914) =0,6265

0,7157
5+0,6265](52+0,62655+1,1425)
_ 0,7157

"~ (s3+1,25352+1,5355+0,7157)

B3(s) = [

29
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Filtre passe-bas Chebyshev

* H(s) normalis¢ pour ondulations de 0,5 dB

n H p(S)

2.8628
54-2.8628
1.4314
§241.42565+1.5162
0.7157
$341.25295+1.53495+0.7157
0.3579
S4+1.197453 +1.716952+1.02555+0.3791
0.1789
$41.17255441.9374534-1.3096524-0.75255+0.1789
0.0895
$O41.15925°+2.17185%41.589853 +1.17195°+0.43245+0.0948

[

S o R W

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet
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Filtre passe-bas Chebyshev

* H(s) normalis¢ pour ondulations de 1,0 dB

n Hp(s)

1.9652
s+1.9652
09826
5241.0977541.1025
0.4913
53 ++0.988352+1.23845-+0.4913
0.2456
5*4+0.95285" +1.45395% +0.74265+0.2756
0.1228
5°4+0.93685% +1.688857 +0.974457 +0.58055+0.1228
0.0614
59+0.92835541.930857+1.2012157+0.939357 +-0.307 15+0.0689

[ I

(o B, T SN S ]
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Transformation des prototypes

* Pour répondre aux
spécifications, il faut
« dénormaliser » les équations
normalisées. a
S

Pb > Pb os

o ) Pb > PH
e Une substitution de variable

pour s permet de transformer
les prototypes en passe-bas,
passe-haut, etc. avec les

R . rocs 7 B
caractéristiques désirées. b B s

Pb > PB 1_(s+@)
B S

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 32
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Prototype -> Passe-bas

|Hp (V)| | Hyp(jo)]

w
M B M M. i Inte 33
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Prototype -> Passe-haut
|Hp (V)| |Hygp (jo)|
@

Hyip(8) = Hp(9)|5 - 4 /s
11
+1 @/ 41

Hp(s) = S

17
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Prototype -> Passe-bande

|Hp(jv)] |Hep(jo)| wo=. 0 @p
_52+mg . W=w,-a
- N

0 1 v 0 W g p @

Hgp (s) = Hp(s) | s2+ v

e

sW

1 1 sWw
Hp(S) = = > > = > 2
s+1 s +w0+1 s“ 4+ wy + sW
sW
M B 1 Mich Ménard et I 35
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Prototype -> Coupe-bande

|Hp(jv)| |Hps(jo)|
sw W=+ W) Wy

W= Wy — ay

Hps (s)=Hp(s) |___sw
_s?+m§
1 st wg
w T2 2
s+1 25 41 s*+wg +sW
5%+ wg

18
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Exemple

* Chebyshev passe-haut d’order 3, avec o= 50 rad/s
et 0,5 dB d’ondulation

0,7157
(s3+ 1,253s%2 + 1,535s + 0,7157)

Version passe bas : B3(s) =

0,7157
(%)3 +1,253 (%)2 +1,535 (<) + 0,7157>

_ 0,7157s3
T (1,25X105+ ,55+76,7552+0, s
(1,25X105+3132,55+76,7552+0,715753)

Bsy(s) = <

T $34107,252+43765+1,747X105

UQAM MIC4220, Traitement numérique des signaux

Transformation bilinéaire

* Définit une relation entre s et z pour transformer une
fonction de transfert analogique en équivalent
numeérique

|H(s)| |H(2)|
Im(z)

—
T e
—
ﬁ
P-s— €
<€

c Re(z)

Région de
stabilité

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 38
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Transformation bilinéaire

«  Normalement

z=eST":>s=Tieln(z)
«  On peut donc dériver H(z) de H(s) en posant :

H(z)=H(s) ,
S:Zln(Z)

c Donne des fractions non rationnelles!

- La transformation bilinéaire résout le probleme en
utilisant I’approximation d’une surface continue

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet
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Transformation bilinéaire

Continu
t
x((n-1)T) y(t) = fo x(t)
_ *) / x(nT) Transformée de Laplace
N vy KO ¥ _1
R VX s
yin-1j Discret
yinl = yln — 1+ Ay
n-ln k Transformée z
Te
Surface de x(7) a =kTe. Y@ =27Y(@) + 5 &@)+ 27 X(2)

Y(z) T 1+z7!

H() =X(Z) T 21-2z1

20
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(PR

Transformation bilinéaire

Tp 14z~ 1

dans s joue le méme role que S T

dans z

@ 2 1+z71 .
En posant s = ———, on peut dériver
Z

Te 1—
H(z) de H(s) :
H(z)=H(s

217"
S=——;
1, I+z

41
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Effet sur la réponse en fréquence

- Conseéquences dans le domaine jo :

2 1=z 2 |- /e 2 g /le!2_ g jmdlel2

S=— DJO = ——jar = T il Tl
]; 14z J a 7:3 14 /e Te" e/l = 7/ %dle

T 2

- Les fréquences dans les domaines s et z ne

sont pas les mémes!
2 @ T 0.dm, //.---"""
C!)a = T tg( d’e 0.250, | f//
e 2 i__ | "

42
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Conception avec la TBL

| Spécifications du filtre numérique ‘

v
‘ Ajustement des fréquences (frequency warping) ‘
v
‘ Spécifications du filtre analogue ‘
v
‘ Transformation du prototype du filire analogique ‘

v

‘ Fonction de transfert du filire analogique ‘
v

‘ Transformation bilinéaire ‘

v

‘ Fonction de transfert du filtre numérique ‘
v

‘ Vérification de la réponse du filtre ‘

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 43
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Estimation de 1’ordre du filtre

* Partant de 4 et 4, on a pour Butterworth :
Ag= —101logyo (1 + %v?™)

10-0145 _4
log1o 2

21ogs0(vs)
A, = —101log;o(1 + £2)

= 82 — 10—0.1Ap -1

log 10-0-145 _,
10\ ——o14.
10~ 01Ap_

2 logy0(vs)

d’ou:n >

22
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Estimation de 1’ordre du filtre
* Pour Chebyshev, on a en partant de 4, :

1
cosh-1 <10—0.1Aa -1 >2

c2

>
n= cosh™1(v,)

Pour v, = 1, on a cos(n cos™1(1))=1, d’ou
g2 =10"%4p — 1 et
1

Cosh—l <10—0.1Aa -1 >§

10—0.1Ap -1
n=
cosh™1(v,)
1 By Mich M. d i Inte 45
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Exemple 1

1. Filtre Chebyshev passe-bas
— Fréquence de coupure: 1,5 kHz
— Fréquence d’arrét: 3,5 kHz
— Fréquence d’échantillonnage: 10 kHz
— Ondulation: 1,0 dB
— Atténuation dans la bande d’arrét: 20 dB

2. Ajustement des fréquences

2m(1500)
2 WegT,
Woq = —tan [ —<4€) = 2 x 10000 tan <w) =10 191
T, 2 2
2m(3500)/
Wgq = 2 X 10000 tan <w> =39 252

23
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Exemple 1

3. Spécification du filtre analogue

Estimation de 1’ordre :

0.5
_ 100.1x20 -1 0.5
cosh™ (W) ] cosh™ [(%) l
n= =
- -1(39252 cosh=1(3.8516
cosh™ ( /10191) ( )
_ cosh™1[382.3870%5]  3.6656 o~
" cosh—1(3.8516)  2.0243 1.81=>n=2
1 B , Mich M. 7 I; 47
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Fréquences normalisées

 Les fréquences normalisées sont:

Spécification du prototype du

filtre passe-bas

Type de filtre Spécifications du filtre analogue
)
Passe-bas Wap, Waa 1 aa/ Wap
Passe-haut Wap, Waq 1 wa,,/ Waa
Passe-bande Waphr Waph Paabr Paah
p P Waan — Waab

Wo = /Wapb Waph 1 ©Oavn—Danp
_ ap ap
Wo= 4/ wapb waph

Coupe-bande Waphr Daphr PVaabr Daah _
waph wapb

Wo = \/Wapp Waph 1 o o
_ aah™ Yaab
Wo= A/ (‘)apb waph
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Exemple 1

4. Transformation du prototype passe-bas
0.9826

s?+1.0977s + 1.1025

0.9826

(1();91)2 +1.0977 (msw) +1.1025

1.0205 x 108
s2+11187s + 1.145 x 108

WU.%)Z}..M MIC4220, Traitement numérique des signaux
Exemple 1
5. Transformation bilinéaire
H(z)
B 1.0205 x 108
524111875 + 1.145 x 108 (z—1)
$=200007 773
0.1382z% + 0.2765z + 0.1382
H(z) =

z%? —0.7735z + 0.3939

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 50
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Exemple 1

. Je Ja
[a8] . !
=
= i
e
=
=
{U“’ L i L 1 I L
= -400 1000 2000 3000 4000 5000
Frequency (Hz)
%“ O T T T T T T
@ i i
& -50f ' : -
1) i
Z..100 i
@ |
8150 5 ' 1
Q. 0 1000 2000 3000 4000 5000
Frequency (Hz)
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. eqe g e
Transformation bilinéaire
 Pour aller plus rapidement:
2 {wde 21 o s
wa = Teta T ets —Te 1+Z_1 tar(a)d]—éj - 1_2—1
2 4z
s 1 1=t
j;a - ta o, ) 14z
2
» Peut dériver directement H(z) de H(s):
H(z)=H(s), S
AT
tan(TjH
Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 52
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Exemple 2

« Filtre passe-bas Butterworth d’ordre 2, avec
f.=2kHzetf,=8 kHz
 Fonction passe bas normalisée:

1
Hs)z —
(S) s 425 +1

UQAM MIC4220, Traitement numérique des signaux

Exemple 2

* Fonction de transfert dé-normalisée dans le
domaine des z:

1 o.T
H (Z ): - = avec a = tan(—“ eJ
s +~2s+1] 11" 2
al+z!
-1 -2 -1 -2
H(Z)z 1+2z7 +z _ b0+blz_1 +bzz_2
[1+x/§a+a2J (az—lj . [l—ﬁa+a2J L l+az +a,z
3 +2| |z H — |2
a a a
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Exemple 2
* Code MATLAB pour obtenir les coefficients:

a = tan(pi*2/8); % fréquence de coupure a 2kHz, fe a 8 kHz

2 = 1w 205 & a2 142z +27° byo+bz +bz”

Eg 2 g:ié?; i H(Z):{1+«/§§1+azj+2{Lz—l]z4+[l—\/§zzz+azjz,; - 1-*-11‘27‘4-4122’Z
a a a

b2 = bO;

al = 2*(a™2 -1)/b;

a2 = (1 - 270.5%*a + a"2)/b;

numz = [bO bl b2];

denz = [1 al a2];

figure(l)

freqz(numz,denz,512,8000)

fid = fopen("I1IR_coef_float.txt", "w"); % sauvegarde des coefficients

fprintf(Fid, "%0.4F,%0.4F,%0.4F\n",numz) ;
fprintf(Fid, "%0.4F,%0.4F\n" ,denz);
fclose(fid);

Résultats : numérateur =1[0.1311, 0.2622, 0.1311]
dénominateur = [1, -0.7478, 0.2722]

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet
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Exemple 2

WVagrituda ()

Magnitude (dB)
o
=

40 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 &
Frequency (Hz) ’

o

T T T T T
'
'
'

@
-

-100r : 1
150 1 |

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Frequency (Hz)

Phase (degrees)

(=]

300
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Exemple 3

« Filtre passe-bande Chebyshev d’ordre 1
— Bande passante de 200 Hz centrée a 2.5 khz
— Ondulation de 0.5 dB

— Fréquences d’arrét:
* 1.5kHz
* 3.5kHz

— Atténuation a ’arrét ;: -10 dB

— Fréquence d’échantillonnage: 8 kHz

UQAM MIC4220, Traitement numérique des signaux

Exemple 3

« Ajustement des fréquences
Wapn = 2T fapn = 2m(2600) = 52007 rad/sec

Wapp = 2T fapp = 2m(2400) = 48007 rad/sec
Wgo = 27 fz0 = 2m(2500) = 50007 rad/sec

52007

2 WapnT,

Wapn = 7-tan (%) = 2 x 8000 tan (%) =26 110 rad/s
e

Wapp = 2 X 8000 tan (——2%0) =22 022 rad/ sec

Wao = 2 X 8000 tan (——/2000) — 23 946 rad/sec
2
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Exemple 3

* Les formules de dé-normalisation exigent:

Wqo = \/WaphWapb
mais:

Wao = V26 110 X 22 022 = 23 979 # 23 946

* On doit ajuster wgpp OU Wgpp & la fréquence wgy.

59
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Exemple 3

* Premicre possibilité:
_wgo® _ (23946)°
Warh = Gy 22022
W = Wapn — Wapp = 26 038 — 22 022 = 4016

=26038

Deuxieéme possibilité:
wao? (23 946)2
Parb = on 26110
W = Wapn — Wapp = 26 038 — 21 961 = 4149

= 21961

La premiére option est un meilleur choix (W plus étroit)

Le méme ajustement doit étre fait pour la bande d’arrét
si v, est évalué pour estimer 1’ordre du prototype.
— Voir exemples 8.12 & 8.13 dans Tan

60
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Exemple 3

 Transformation du prototype analogique :

2.8628

H(S) = 5+2.8628

2.8628 Ws
s% + 2.8628 Ws + wyp?

11 497s
$2+411497s5+5.7341x108

H(s) Phwge? =
=W

UQAM MIC4220, Traitement numérique des signaux

Exemple 3

* Transformation bilinéaire

11 497s

H(z) =
(%) = 77774975 1 5.7341 x 10°

z—1
s=16 OOOm

__0.1815-0.1815z2
1+0.6264 z"140.6369 22
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Exemple 3

g o ' :
P L S N—
X ]
2 20t
5 opd #
o -4 L I E L : : : L ) % =) T T
= C0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 -
Fréquences (Hz)
@ 100 : . : : : . .
o
5
T 0
3
E _10 L I 1 L I L N
o C0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Fréquences (Hz)
M B 1 , Mich M 1 1 Int 63
UQAM MIC4220, Traitement numérique des signaux

Exemple 4

Magnitude (dB)
o
o

_1000 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Fréquences (Hz)

@ 200 : : , : . ; :

o

D

S o -

[4h]

@

_C_ 1 1 1 1 L L L

ek 20GO 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Fréquences (Hz)
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o = N w
T

Magnitude (dB)
&b b <

1
[6)]
L]

Exemple 4

5800 2200 2400

2600 2800 3000

Fréquences (Hz)
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La TBL en MATLAB

[num,den]=butter(8,2*pi*2000,'s");

figure(1); plot(p,'xk");
figure(2); freqs(num,den);

[numz,denz] = bilinear(num,den,16000);
figure(3); zplane(numz, denz);
figure(4); freqz(numz,denz,512,16000);

000 12000 10000 8000 6000 4000 2000

Imaginary Part
°
o 8

% Filtre PB de Butterworth dans le domaine s

% avec N=8, fc=2 kHz

% digramme des p6les, marqués par des x noirs
% réponse en fréguence analogique

% transformation bilinéaire avec fe=16 KHz
% digramme des poles et zéros dans le plan z
% réponse en fréquence numérique

T
1 - -

1 -

-1 05 0 05 1
Real Part
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La TBL dans MAT

1DA
4
]
1 H
g
=
0.5
0 —>
-05, §
g
<
-1 8
8
&
-j14000 -12‘000 -10‘000 »BD‘OD »60‘00 -40‘00 -2000
\ - el B A e N AT B R RN
LT T T~ B e Y e B AN <=t
08 L AN s Ly Y N By A
06 / N R L B A IV R B
s / \ T T T T T T T T T
- / " \ R N e R e i I 1 e S AN
5
302 / N \ B L B L L
g o % . | |:‘|> 10 10
[ | Frequency (Hz)
£-02 \ x h 0
oa . (R [ERAL
. x / B 2001 LI LILIL — L 1 LiL] [N
06 N x,/ % (RN (RN (AN
.08 N - A e e B e e B IR Rl e N R Rl
~ - -7 8 L R I N
4 - - ey S o S R A
: = " - : & T T T T T I T T T T
Real Part 800 L \\\\HHz 1 \\\\\\\\3 L1l
10 10
Frequency (Hz)
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Calcul des coefficients par invariance
de la réponse impulsionnelle
8(t)

t

ADC

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 68
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Invariance de la réponse impulsionnelle

: 4I’Echantillonn::xge 8 Hz

15
—~ : h Filtre iltre
E 0.3} """"" """ frmeme= 1 b discret _______anl;llggue i
el N O S 7 * Meéthode
= 05 -' i N7 applicable
0 ol— seulement aux
0 0 2 4 6 8 .
Temps (s) Fréquence (Hz) filtres a bande
Echantillonnage 16 Hz passante finie
02 — w— : (passe-bas
C F||tre Fllltre 1
< 1}---|disoret] | [Fnelogue]. ;. et passe-bande) !
o
=
% 5 10 15
Fréquence (Hz)
M B d , Mich M. 1 1 69
WU_%%M MIC4220, Traitement numérique des signaux
Exemple 5
» Déterminer H(z) sif,= 10 Hz
2
H(s) =—
( ) s+2
2
h(t) = L1 [—] = 2e %tu(t
© - ()
h[n] = T,h(nT,) = 0,2e~%?"u[n]
H(z) = Z[0,2e %2"y[n] | = ——2——
1-0,8187z1
Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 70

35



UQAM MIC4220, Traitement numérique des signaux

Uttt e b S Ml

Exemple 5

* Ajustement du gain
H(e!?)| _, = 1,1031

Apres normalisation :

H(Z)— 1 0,2 . 0,1813
1,10311-0,8187z"1 1-0,8187z71

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet
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MATLAB

% Filtre passe bas de butterworth par la méthode de l'invariance de la réponse impulsionnelle N=15, fc=1Hz et fe=20 Hz

[num,den]=butter(15, 2*pi, 's"); % Filtre Passe Bas de Butterworth dans le domaine s avec N=15, fc=1 Hz

[a, p, K] = residue(num,den); % Décomposition de H(s) en fractions élémentaires par la méthode des résidus : H(s) =K + Z .
figure(1); plot(p,'xk'); % Diagramme des pdles maqués par des x noirs o
figure(2); fregs(num,den); % Réponse en fréquence analogique

% A B danssdonne (Ae™ + Be™ ) u(t) danst, ce qui donne dans z ;

% STP1 STP: " 7

% i'FBi:(A'FB)‘Fi &

% z—e g z—el 7Pt

Te=0.05; % => fc normalisé = 1Hz/(fe/2) =0.1)

pz = exp(p*Te); % conversion des péles dans s en des péles dans z

az = a.*pz; % détermination des coefficients des fractions élémentaires correspondantes

K=K*sum(a); % Terme continu

[numz, denz] = residue(az, pz, K); % détermination de H(z) a partir des fractions élémentaires dans z
figure(3); zplane(numz, denz); % diagramme des poles et zéros dans le plan z
figure(4); freqz(numz, denz); % réponse en fréquence numérique

1 Ménard et autres sources sur Intern

Mounir Bouk
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MAT:[:AB _—l el He

8
‘ . AR
x x 3 [ RN [ R [ERRN
4 . 1 240" F — = ld I — + 4 kIR — SN H
§ [ RN [ R (I L
2 Lo [ R T HING
* 107 Lo
0 x 1 : 10" 10° 10’ 10°
-2 " 4 200
6 b x N
7 6 5 -4 3 2 1 0 2
10 10
s A ® e T e
PR R N
Y o A SO T T TITT
£ o . R R R R
F ool o3 ,gﬁr ,,,,,,,,, o 10° 10" 10"
E’ \\ 8 )%SXJ © O H‘N‘o‘fmﬁ\zec‘i Fre‘que‘nc‘y‘(x‘n‘ ﬁd/samp‘b) T T
Tost N o |::>§ R
AN P g -50f + I I — + -+
1 R S [T [
2 q000f 4+ +IH - — + 4 a4+
15 o o § [ | L
Sl . . . . . . . | oL LIl . | .
e OISREQ‘ ;a" o I\L?rmahzed Frequency (m:gd/szmpb) "
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Calcul des coefficients par Placement des
A l /4
poles et zeros
» Basé sur le principe que, dans le plan Z:

— Un zéro pres (ou sur) du cercle unité¢ minimise la réponse
en fréquence a cet endroit.

— Un péole pres (ou sur) du cercle unité maximise la réponse
en fréquence a cet endroit.

— Pour obtenir un filtre réalisable (avec des coefficients
réels), les poles et zéros doivent avoir une valeur réelle ou
apparaitre par paires conjuguées

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 74
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Placement des poOles et zéros

* Mc¢thode intuitive mais approximative

« Efficace pour les filtres:
— Passe-bandes ou coupe-bandes étroits;
— Passe-bas avec une fréquence de coupure prés de
z€ro;
— Passe-haut avec une fréquence de coupure pres de
la fréquence de pliure.

 Démonstration

UQAM MIC4220, Traitement numérique des signaux

Passe-bande
o Utilise un filtre de deuxiéme ordre:

Im(z)
+ H(e')| |
P |
£/2 r I
) .'\ g » Re(z) :
kjo '.

X : L

6 =(%)>< 360° 0 fo f/2

o e 180°

Kz-—1(z+1 K(z? -1

i = KE=DE+D (2= 1)

(z—1el®)(z—re7?) - (z2 — 2rzcos 0 + r?)

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 76
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Passe-bande

vy KE-DE+1D K(z? - 1)
(2) = (z—rel®)(z—re %) (22 —2rzcos6 +1?)

r~1-— (Bpﬂ) X Valide lorsque 0.9 <r <1

fe
0 = (%) X 360°

(- )1 — 27 cos(28) + r2
B 2|sin 6|

K

77
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Coupe-bande

o Utilise un filtre de deuxiéme ordre:

f/2

| f
0 fo f/2
K(z—e®)(z+e %)  K(z*—2zcos6 +1)

H = n —— =
(2) (z—r1rel)(z—re 19) (22 —2rzcosB +12)

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet
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Coupe-bande

_ K(z—-e/%)(z+e%)  K(z2—2zcosf +1)
(z—rel®)(z—1e 0 (22 —2rzcosO +12)

r~1-— (BPﬂ) X Valide lorsque 0.9 <r <1

fe
0 = (%) X 360°

_ 1-2rcos(26) + 12
B 2—2cos0

79
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Exemple 6
* Filtre coupe-bande:
— £=10kHz
— Bande d’arrét 3dB: 200 Hz
— Centré a 3 kHz

rz1—<BPﬂ)><n=1—(200)><7T=O,937

fo 10000
B fO 0 — 3000 o _ o
9_<f: X36O = mX360 =108
K = 1—2rcos(26) +r* 1—2x%0,937cos(216°) + (0,937)°
B 2 —2cos6 B 2 — 2 cos 108°
= 1,296

80
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Exemple 6

K(z? —2zcosB + 1) B 1,296z% + 0,801z + 1,296

H(Z) = =
(z2 —2rzcosB +1?2) z2+ 0,579z + 0,878
T of
8107
£ 20
g -30- N 1 1 I
0 1000 2000 3000 4000 5000
Frequency (Hz)

100

Phase (degrees)
o

= DGU 1000 2000 3000 4000 5000
Frequency (Hz)
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Exemple 6

T T

o

]
N

Magnitude (dB)

A

R 2050 3000 3050 3150 3200
Frequency (Hz)
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Passe-bas
Filtre d’ordre 1: 4 |
f.<f/4 w2 a Al
fe ° 5 .
az1—2<7€>><7'[ 5 ;c fs:fzf

Valide pour 0.9 <r <1 !

£> /4 R A T \
f c ! f

az—(l—ﬂ+2<17>><7f) 0 't fsjfz

e
Valide pour -1 <r <—-0.9

1-a K(iz+1)
K = H(z) =
2 @ ="y
M B Mi M. o Int 83
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Passe-haut
Filtre d’ordre 1: | }
f/2 '
f.<f/4 3 i
! | f
az1—2<£>><n 0 f /2
f‘e A |
Valide pour 09 <r <1 [
/2 [ a
f>f./4 0 f
£ —
a~x—(1—-nm+2(=]|Xxmn) 0 fo fs2
fe
Valide pour =1 <r < —-0.9 1+a K(z—1
_Grw) o K@=
2 (z—a)
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- )

Exemple 7

* Filtre passe-bas:

— =10 kHz
—{=150 Hz

=1 ch XmT=1-2 150 x = 0.906
= £ T 10000/ " T

K(z+1) 0.0471(z + 1)

H = =
@) == = z=0906
1/K = H( @D 7
/K=H®D)| _ =7 0006~ 2t
M B M M ur Inte 85
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Phase (degrees)

® ®» AN
%90 000
L L
| I—

Exemple 7

1000 2000 3000 2000 5000
Frequency (Hz)

1000 2000 3000 4000 5000
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Exemple 7

Magnitude (dB)
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(]
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o

50 100 150 200
Frequency (Hz)

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 87

UQAM

Uttt e b S Ml

MIC4220, Traitement numérique des signaux

MATLAB

% Conception et simulation d’un filtre par placement de pdles et zéros

pole1 = 0.5+0.5i; % création de deux paires de péles conjugués
pole2 = 0.8 +0.25i;

pole3 = conj(pole1); pole4 = conj(pole2);

poles = [pole1 pole2 pole3 pole4];

zero1 =-0.5 + 0.8j; % création de deux paires de zéros conjugués
zero2 = -0.2 + 0.9i;

zero3 = conj(zero1); zero4 = conj(zero2);

zeros = [zero1 zero2 zero3 zero4];

denz=poly(poles); % conversion des péles en dénominateur de H(z)
numz=poly(zeros); % numérateur de H(z) = 1

zplane(numz, denz); % affichage des péles et zéros

figure(2); freqz(numz,denz,256); % affichage de la réponse en fréquence
t=[0:1:127]; % test avec 128 valeurs d’un sinus corrompu

x=sin(2*pi*t/24);

x=x+rand(1,128)-0.5;

y=filter(humz,denz,x);

figure(3); plot(t,100*x,'b",t,y,'k");axis([0 128 -175 175]);axis('normal’);

Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 88
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MATLAB

% Autre exemple en utilisant des coordonnées polaires

angl=[0.2: 0.1: 0.5]*pi/2;
poles=0.85*exp(j*angl);
poles=[poles 0.85*exp(-j*angl)];

denz=poly(poles)

numz=[1];

zplane(numz, denz);

figure(2); freqz(numz,denz,256);

t=[0:1:127];
x=sin(2*pi*t/24);
x=x+rand(1,128)-0.5;

y=filter(numz,denz,x);

% création de 4 paires conjuguées de poles

% conversion des poles en dénominateur de H(z)
% numérateur de H(z) = 1
% affichage des poles et zéros

% affichage de la réponse en fréquence

% test avec 128 valeurs d’un sinus bruité

figure(3); plot(t,500*x,'b',t,y,'k");axis([0 128 -1000 1000]);axis(‘normal’);
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Mise en ceuvre de filtre RII
* Forme directe I:N
b -k
Y(z) ; e by +bz " +.. +byz N
H (Z ) - Y - 1 M
X(z) 1+Zak2_k I+aiz +...+ayz
k=1
« Equation aux différences:
N M
yln]= > blk]adn—k]+ > alk] n—k]
k=0 k=1
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Mise en ceuvre de filtre RII
* Forme directe I:

93
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Mise en ceuvre de filtre RII
* Forme directe II:

1+ Zakz_k k=0
k=1
* Avec:
N
H/(z)= Pz) = MI et H,= Y(z) = Zbkz_k
X(Z) ]+Zakz_k P(Z) k=0
k=1

 La transformée inverse de P(z) et Y(z) donne:

p(n) =x(n)—iak p(n—k) y(n) = gbk p(n —k)
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Mise en ceuvre de filtre RII
* Forme directe II:

x(n P n
WD oy
N o/ N
71
(=) oo ——(+)
) Nk Nl .
[z
(D——(a) Paa {5, )——(+)
_J 22/ 2/ \.
71
D () Pow 0N
B Y
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/*1IR.c IIR filter using cascaded Direct Form II. y(n)= X ax(n-k)-by(n-j)*/
Code C
Void 1IR_Isr(void) {
short al = Ox0; // coefficients du filtre
short a2 = O0x15f6;
short b0 = 0x257d;
short bl = Ox4afd;
short b2 = 0x257d;
static short pl=0, p2=0; // variables persistentes
short xn, p0, yO; // variables d’e/s
xn = input_sample();
pn=xn-((b0*p1)>>15)-((b1*p2)>>15); //x- Zbp(n-k)
yn=((a0*pn)>>15) + ((al*pl)>>15) + ((a2*p2)>>15); //% ap(n-k)
p2 = pi;
pl = pO;
output_sample(y0); // Envoyer le signal au port de sortie sériel
}
= >>15 non requis si calculs fait en virgule flottante
= Noter ’absence de boucles for
Mounir Boukadoum, Michaél Ménard et autres sources sur Internet 96

48



UQAM MIC4220, Traitement numérique des signaux

Uttt e b S Ml

Exemple de programme
void 1IR_Isr (void) COde C plus rapide

{

short al = 0x0; // coefficients du filtre
short a2 = 0x15f6;

short b0 = 0x257d;

short bl = Ox4afd;

short b2 = 0x257d;

static short pl=0, p2=0; // variables persistentes
short xn, pO, yO; // variables d’e/s

int prodl, prod2, prod3, prod4, prod5; // termes intermédiaires

xn = input_sample();

prodl = _mpy(p2,a2); // _mpy est une fonction du DSP
prod2 = _mpy(pl,al);

p0 = xn - (short)((prodl + prod2)>>15);

prod3 = _mpy(pl,bl);

prod4 = _mpy(p2,b2);

prod5 = _mpy(pO0,b0);

y0 = (short)((prod3+prod4+prod5)>>15);

p2 = pl;
pl = pO;
output_sample(y0); // Envoyer le signal au port de sortie sériel
3
>>15 non requis si calculs fait en virgule flottante
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-def _iir_sa
.sect “mycode™
_iir_sa .cproc al, a2, b0, bl, b2, delays, x_ptr, y ptr, mask, mask2
.reg p0, pl, p2
.reg prodl, prod2, prod3, prod4, prod5
reg  sunt,‘sun2, Suns Code assembleur
.reg X, y0
Low *x_ptr, x l' Aal
AND x,ﬁask,x lnealre
LDH *+delays[0]., pl
LDH *+delays[1], p2
MPY al, pl, prodl
MPY a2, p2, prod2
ADD prodl, prod2, suml
SHR suml, 15, suml
ADD X, suml, pO
MPY b0, p0O, prod3
MPY bl, pl, prod4
MPY b2, p2, prod5
ADD prod4, prod5, sum2
ADD prod3, sum2, sum3
SHRU sum3, 15, y0
STH pl, *+delays[1]
STH p0, *+delays[0]
AND y0, mask2, yO0
STW y0, *y ptr
.return yo
-endproc
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Sommaire

Type de filtre Passe-bas, passe- Passe-bas, passe-bande  Formules:
haut, passe-bande, Passe-bande et coupe-bande de
Coupe-bande 2ieme grdre. Passe-bas et passe-
haut de 1% ordre.
Autre:

Essais-erreurs
Phase linéaire Non Non Non

Conditions spéciales Aucune Echantillonnage élevé Filtres étroits
par rapport a la
fréquence de coupure.

Complexité de Elevé Modéré Simple
I’algorithme
Outils de conception Calculatrice Calculatrice Calculatrice
requis
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Prochain cours
e Lire:
— Chapitre 10 dans Tan

* Problémes:
. 83,8.5,8.13,8.15, 8.19, 8.23, 8.25, 8.29, 8.32
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